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1.Wstep teoretyczny

1.1. Wiadomosci elementarne

Prad elektryczny to zjawisko fizyczne polegajace na uporzadkowanym ruchu tadunkow
elektrycznych wywotanym dziataniem pola elektrycznego. Kierunkiem pradu jest kierunek
ruchu tadunkow dodatnich, tzn. od punktu o wyzszym do punktu o nizszym potencjale.
Okreslenia prad elektryczny uzywa sie takze jako skrotu terminu natezenie pradu
elektrycznego, ktory oznacza granice¢ stosunku tadunku elektrycznego Aq przeptywajacego w
ciggu pewnego czasu At przez poprzeczny przekrdj przestrzeni do rozpatrywanego czasu, gdy
czas dazy do zera

i=tim 237
Jednostka pradu to amper - 1A

Napiecie jest wielkoscig skalarng charakteryzujaca potencjalne pole elektryczne i wyraza
si¢ stosunkiem pracy potrzebnej do przesuni¢cia dodatniego tadunku z punktu B do A, do
wartosci tego fadunku. Jednostka napiecia to wolt — 1'V. Napiecie migdzy punktami A oraz B
jest roznicg potencjatow tych punktéw. Napigcie oznaczamy literg U oraz strzatkg z grotem
skierowanym do punktu o wyzszym potencjale, tzn. punktu, ktorego potencjat wystepuje we
wzorze okreslajagcym napiecie miedzy punktami A 1 B jako odjemna.

Upg =V, =V,

Obwdd elektryczny to pofaczenie elementow elektrycznych umozliwiajace przeplyw
pradu elektrycznego.

Schemat obwodu to jego graficzne odwzorowanie. Schemat zawiera informacje o
elementach tworzacych obwod przedstawionych za pomocg symboli oraz o sposobie ich
potaczenia.

Elementy obwodu elektrycznego sa potaczone przewodami. Najczesciej zaktada sig, ze sa
one idealnie przewodzace. Oznacza to, ze przy przeptywie pradu elektrycznego napigcie
miedzy konicami przewodu jest zawsze rowne 0.

Galaz obwodu elektrycznego to jego czes$¢ posiadajaca dwa konce okreslane jako wezty.
Jest ona zwigzana z elementem obwodu.

Wezel obwodu to punkt potaczenia dwoch lub wigkszej liczby galezi.

Celem analizy obwodu elektrycznego jest zwykle wyznaczenie pragdéw ptyngcych w

gateziach obwodu oraz napi¢¢ pomigdzy jego weztami



Strzalki umieszczane na schematach zwigzane z pradami 1 napigciami wyznaczajg
kierunki odniesienia tych wielkosci. Rzeczywiste kierunki to te, ktore wynikaja z
uwzglednienia kierunku strzatki (kierunku odniesienia) oraz wartosci liczbowej zwigzanej z
tym kierunkiem.

Ustalono, ze kierunkiem przeptywu pradu elektrycznego jest kierunek ruchu tadunkow
dodatnich, tzn. od punktu o wyzszym do punktu o nizszym potencjale. Strzalka napigcia
wskazuje punkt o wyzszym potencjale. Jezeli napigcie 1 prad pewnego elementu (gatezi) majg
mie¢ jednoczesnie wartosci dodatnie lub jednocze$nie ujemne to kierunki odniesienia pradu i
napigcia muszg by¢ przeciwne (jak na rysunku ponizej). Kierunki takie okresla si¢ jako
stowarzyszone kierunki odniesienia napiecia i pradu.

1.2. Elementy obwodéw elektrycznych

Element obwodu elektrycznego to jego c¢ze$¢ niepodzielna pod wzgledem
funkcjonalnym na danym poziomie doktadnos$ci rozwazan.

Z elementami obwodu sg zwigzane trzy rodzaje procesow energetycznych:

- wytwarzanie energii elektrycznej,
- akumulacja energii,
- rozpraszanie energii.

W schematach obwodu umieszczane sg zwykle elementy idealne, tzn. takie, ktore sg
zwigzane wylacznie z jednym rodzajem procesu energetycznego.

Rozpatrywane beda obwody o parametrach skupionych. Ich wymiary sg znacznie
mniejsze od dlugosci fali elektromagnetycznej. Moga by¢ przedstawione za pomocag
elementow skupiajacych przypisane im wilasciwosci w okreslonych punktach przestrzeni.
Elementy sa potaczone bezoporowymi przewodami.

Klasyfikacja elementéw w zaleznosci od liczby koncowek

- elementy dwukoncowkowe, dwojniki
- elementy wielokoncowkowe, wsrdd ktorych bardzo wazne to trdjniki (elementy o
trzech koncéwkach) oraz czwoérniki (elementy o dwoch parach koncéwek).

Rozpatrywane beda obwody stacjonarne. Elementy takiego obwodu i jego sposéb
polaczen nie sg funkcja czasu.

Idealny opornik jest elementem, ktorego jedyna wlasnoscia jest rozpraszanie pobieranej

i(t)

u(t)

Rys.1. Symbol opornika liniowego
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z obwodu energii.



Opornik liniowy to taki, ktorego charakterystyka napigciowo-pradowa (wykres
zaleznos$ci napigcia w funkcji pradu) jest linig prosta przechodzaca przez poczatek ukladu

wspotrzednych. AU

Rys.2. Charakterystyka napigciowo-pradowa opornika liniowego
Dla opornika liniowego obowigzuje prawo Ohma:

u=RIi

gdzie: R - rezystancja (opor elektryczny). Jednostka rezystancji jest om:

1Q=1X

Inna posta¢ prawa Ohma to: A

I=Gu
gdzie: G — kondunktancja (przewodno$¢). Jednostkg kondunktancji jest simens:

15=12
V

Oprocz opornikow liniowych sa tez oporniki nieliniowe.
i(t) —
4—
u(t)

Rys.3. Symbol opornika nieliniowego
Charakterystyki opornikdw nieliniowych maja charakter nieliniowy. Przyktady

charakterystyk nieliniowych rezystancji przedstawione sg ponize;.

F




&/

>, i=fg(u)
u= foi)
b/
i i
PU u= fR(I)
i = fo(u)
c/

Rys.4. Charakterystyki opornikow nieliniowych: a — opornik nicuzalezniony,
b - opornik uzalezniony napigciowo, € - opornik uzalezniony pradowo
Idealne Zrédlo napiecia jest takim elementem, na zaciskach ktérego panuje napiecie
niezalazne od ptynacego przez zrddto pradu (moze by¢ tylko funkcja czasu).
Au

Rys.5. Symbol i charakterystyka idealnego zrodta napigcia
Idealne zrodlo pradu jest takim elementem, przez ktorey ptynie prad niezalazny od

napiecia panujacego na zaciskach zrodta (moze by¢ tylko funkcja czasu).
AU
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Rys.6. Symbol i charakterystyka idealnego zrodta pradu
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1.3. Proste polaczenia rezystorow

Polaczenie szeregowe to takie, w ktérym przez potaczone elementy ptynie ten sam prad.

i Rl R2

1 : 1 : 1
1 1 1
| ) 1 P 1
1 1 « 1
L U U :
' :

Rys.7. Szeregowe potaczenie opornikodw
Rezystancja zastepcza potaczonych szeregowo rezystorow jest rowna sumie rezystancji
tych rezystoréw:
RZ = R1 + R2 dla dwoch opornikéw potaczonych szeregowo
RZ = R1 + R2 + ...+ Rn dla wielu opornikoéw potaczonych szeregowo
Potaczenie szeregowe jest dzielnikiem napigcia dotagczonego do zaciskow zewnetrznych
polaczenia. Napigcie przytozone do zaciskow potaczenia szeregowego ulega podziatowi na

napigcia potagczonych szeregowo elementéw wprost proporcjonalnie do ich rezystancji.

c

1 R1

u, R,

Polaczenie rownolegle to takie, w ktorym na potaczonych elementach panuje to samo

napigcie.

Rys.8. Rownolegle potaczenie opornikéw

Konduktancja zastgpcza polaczonych rownolegle rezystorow jest rowna sumie
konduktancji tych rezystorow: RR
G,=G,+G, Iub Ro=m" > dla dwoch oporniké
, =G + u z a dwoch opornikoéw

L R, +R,

G, =G, +G, +K +G, dla wielu opornikow



Potaczenie rownolegle jest dzielnikiem pradu doptywajacego do zaciskow zewngtrznych
polaczenia. Prad doptywajacy do potaczenia rownoleglego ulega podziatowi na prady ptynace
przez elementy potaczone réwnolegle wprost proporcjonalnie do ich przewodnosci
(odwrotnie proporcjonalnie do ich rezystanciji).

u R, . . u R, . [

i, i, =

R, R, +R,
1.4. Prawa Kirchhoffa
Pradowe prawo Kirchhoffa

iy —
R, R +R,

L R _G
i, R G,

Najbardziej znana posta¢ pradowego prawa Kirchhoffa (PPK) to:

W dowolnym obwodzie elektrycznym, dla dowolnego wezla tego obwodu, w
dowolnej chwili czasu algebraiczna suma wszystkich pradéw doplywajacych do wezla
jest ro0wna zero.

z I, (t) =0 sumowanie dotyczy wszystkich gatezi taczacych si¢ z rozwazanym weztem

“ Okreslenie suma algebraiczna oznacza, ze prady posiadajace rdzne zwroty wzgledem
wezta maja w tej sumie rozne znaki. W dalszej czgéci rozwazan pradom odplywajacym
bedzie przypisywany znak: ,,+” a pradom doptywajacym znak: ,,-”.

Dla analizy obwodow elektrycznych istotne jest twierdzenie zwigzane z przytoczonymi
wczesniej pojeciami topologicznymi.

Twierdzenie

Maksymalna liczba réwnan liniowo niezaleznych otrzymanych na podstawie
pradowego prawa Kirchhoffa w obwodzie o n wezlach wyneosi (n-1). Rownania te moga
by¢ sformulowane przez zastosowanie PPK do (n-1) weztéw obwodu (wszystkich wezléw
obwodu z wyjatkiem jednego, dowolnie wybranego).

Réwnania te rozwazane samodzielnie nie pozwalaja na wyznaczenie pradow w
obwodzie gdyz ich liczba jest mniejsza niz liczba galezi 1 nie zawierajg one informacji o

elementach wystepujacych w obwodzie.

—i, +i, —ig =0
J, -1, +i;=0

i, —i, +i, =0
i,—J, i, =0

OO0 w >

Rys. 9. Przyktadowy obwod oraz rownania dla wszystkich weztow tego obwodu; uktad

niezalezny tworzg trzy dowolnie wybrane sposrod przedstawionych czterech
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Napieciowe prawo Kirchhoffa

Najbardziej znana posta¢ napigciowego prawa Kirchhoffa (NPK) to:

W dowolnym obwodzie elektrycznym, dla dowolnej petli tego obwodu, w dowolnej
chwili czasu algebraiczna suma napie¢ wszystkich elementéw znajdujacych sie w
galeziach tej petli jest rowna zero.

>u,(t)=0 sumowanie dotyczy wszystkich elementow znajdujacych si¢ w gateziach
g tworzacych petle

Okreslenie suma algebraiczna oznacza, ze napigcia posiadajgce rozne zwroty wzgledem
przyjetego kierunku obiegu petli majag w tej sumie rézne znaki. W dalszej czgéci rozwazan
napigciom o kierunkach zgodnych z przyjetym kierunkiem obiegu petli bedzie przypisywany
znak: ,,+”, o kierunku przeciwnym znak: ,,-”.

Dwa problemy powstajace przy analizie obwodu to: jaka jest maksymalna liczba rownan
sformutowanych na podstawie NPK tworzacych niezalezny uktad 1 w jaki sposob nalezy je
formutowa¢. Dla analizy obwodow elektrycznych istotne jest twierdzenie zawierajace
rozwigzanie dwoch przedstawionych problemow:

Twierdzenie

Maksymalna liczba rownan liniowo niezaleznych otrzymanych na podstawie
napieciowego prawa Kirchhoffa w obwodzie o b galeziach i n wezlach wynosi (b- n+1).
Roéwnania te mogg by¢ sformulowane przez zastosowanie NPK do:(b-n+1) oczek obwodu
(wszystkich oczek obwodu).

Roéwnania te rozwazane samodzielnie nie pozwalaja na wyznaczenie pradow w obwodzie
gdyz ich liczba jest mniejsza niz liczba galezi. Lacznie z rownaniami sformutowanymi na
podstawie PPK moga tworzy¢ uklad réwnan niezaleznych. Liczba niewiadomych bedzie

réwna liczbie rownan po uzaleznieniu napi¢¢ na elementach od ptynacych przez nie pradow.

Rys.10. Przyktadowy obwdd oraz rownania dla wszystkich oczek tego obwodu; kierunki
napi¢¢ wystepujacych w obu uktadach réwnan sg stowarzyszone z kierunkami pradow

ptynacych przez elementy
-8-



Kompletny uktad réwnan dla obwodu z rys.11 uzyskanych na podstawie PPK oraz NPK
przedstawiony jest ponizej. W rownaniach tych napiecia na opornikach zostaly zastgpione

zgofinie z prawem Ohma iloczynami wartosci oporu i pradu opornika

B. Jz—i4+i5:0 l. —ilRl—i4R4—uJ=0
C. i;—ig+ig=0 I 1,R,+E;+isR; =0
D. il—Jz—i3=O 1. _isRs_i3R3+uJ:0

1.5. Zasada superpozycji

Zasada superpozycji obowigzuje w ukladach liniowych.

Bardzo ogolne sformutowanie zasady superpozycji to:

Skutek pochodzacy od wielu przyczyn jest suma skutkéw pochodzacych od kazdej z
tych przyczyn oddzielnie.

W liniowych obwodach elektrycznych skutkami sg napigcia i prady w obwodzie,
wymuszeniami napi¢cia zrédtowe niezaleznych zrodet napigciowych oraz prady zrodiowe
niezaleznych Zrédel pradowych. Kazdy prad oraz kazde napigcie w obwodzie liniowym
(wielko$¢ obwodowa — WO) zawierajacym Kk niezaleznych Zrodet napieciowych oraz m
niezaleznych zrodet pradowych jest liniowo zalezne od tych wielkosci a wiec jest funkcja

postaci:
r=k s=m
WO =) a.e +> b j
r=1 s=1

€, js - napiecia i prady zrodlowe

gdzie:

a,, bs - wspolczynniki zalezne wytacznie od wartosci elementow obwodu z
wylaczeniem zrodet niezaleznych

Na mocy zasady superpozycji dowolne napigcie (prad) w obwodzie liniowym moze by¢
obliczone jako algebraiczna suma wartosci tego napigcia (pradu) w obwodach powstatych z
obwodu analizowanego przez usuniecie czg$ci zrodet niezaleznych. W analizowanych
obwodach kazde z niezaleznych zrédel musi by¢ obecne dokladnie jeden raz. Po usunigciu
niezaleznego zrodta napigciowego jego zaciski zostaja zwarte, nastgpstwem usunigcia
niezaleznego zrédta pradowego z obwodu jest pozostawienie jego zaciskow rozwartych.
Szczegdlnym przypadkiem jest analiza tylu obwodow powstatych z obwodu wyjsciowego ile
zawiera on zrodet niezaleznych. Kazdy z tych obwodéw zawiera doktadnie jedno

wymuszenie (zroédto niezalezne), kazdy inne.



Przyklad zastosowania zasady superpozvcji do analizy obwodu

Rys.11. Analizowany obwdd
Przyktadem wykorzystania zasady superpozycji do przeprowadzenia analizy obwodu jest
obliczenie napig¢cia na zrédle pradowym w przedstawionym wyzej obwodzie. Zasada

superpozycji prowadzi do analizy przedstawionych ponizej dwoch obwodow:

Rys.12. Obwody analizowane po zastosowaniu zasady superpozycji

Analiza obwodu ze zrédtem napigciowym prowadzi do nastgpujacych wynikow:

R R
u, = Eg R, ;U =E;g R, ;  u)=u,-u; =E e
R, + R, R, +R, R,+R, R +R,

Obwod ze zrodtem pradowym mozna przedstawi¢ w postaci pokazanej na rys.13.

Rys.13. Obwdd ze zrodtem pradowym

Analiza obwodu z rys.13 prowadzi do nastepujacego wyniku:

U” :—J R1R3 + R4R5
! \R,+R, R,+R;

Podsumowanie wynikow otrzymanych dla obu obwodow przedstawione jest ponizej
-10 -




u =U'+U”:E R4 + Rl —J R1R3 + R4R5
P TR, 4R, R 4R, ) R +R, R,+R.

2.Pomiary oraz opracowanie wynikow

2.1. Weryfikacja praw Kirchhoffa oraz prawa Ohma

W tym punkcie zostang zweryfikowane doswiadczalnie pragdowe i napigciowe prawo
Kirchhoffa oraz prawo Ohma. Uklad pomiarowy nalezy potaczy¢ zgodnie ze schematem
przedstawionym na rys.14. Jako zrodla napigciowe E; oraz E, zostang uzyte zasilacze
napiecia stalego. Ustawione napigcia wyjSciowe zasilaczy maja odpowiada¢ warto§ciom
okreslonym w tabeli obok zamieszczonego schematu pomiarowego. Do wykonania pomiarow
napi¢¢ 1 pradow nalezy uzy¢ miernika uniwersalnego, ktoérego tryb pracy bedzie odpowiadat
wykonywanemu pomiarowi okre§lonej wielkosci. Wyniki pomiaroéw nalezy zapisa¢ w tabeli a
nastepnie wykonaé obliczenia wybranych wielko$ci obwodowych na podstawie pomiarow

innych oraz praw Kirchhoffa oraz prawa Ohma.

E =10V
E,=6V
R, = 2kQ
R, = 3kQ
R, = 1kQ
R, = 1kQ
R = 1kQ
Rs = 1kQ
Rys.14. Schemat badanego obwodu
Tabela 1.
WielkoS¢ |1, |, | Upg | Ues | Usp | Uac | R1 | R2 | Ry
obwodowa
A mA | mA v v v v kKQ | kQ | kQ
jednostka
Wartosé
Zzmierzona
Wartosé
obliczona

e Zmierz prady gateziowe okreslone w pierwszym wierszu tabeli 1. Wyniki pomiarow

zapisz w tabeli.
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e Zmierz napiecia okreslone w pierwszym wierszu tabeli 1. Wyniki pomiaréw zapisz w
tabeli.

e Wylacz napiecia zasilajace obwod 1 roztacz go.

e Zmierz rezystancje wymienione w pierwszym wierszu tabeli 1. Wyniki pomiarow
zapisz w tabeli.

e Na podstawie napieciowego prawa Kirchhoffa (NPK) dla petli ABD oblicz napigcie
Uap, nastepnie napiecie na oporniku R; (wykorzystujac znang warto$¢ Ej) i
korzystajac z prawa Ohma prad I;. Wynik wpisz do tabeli 1.

e Na podstawie pradowego prawa Kirchhoffa (PPK) dla wezla D wyznacz prad Is.
Nastepnie wykorzystujac prawo Ohma oraz pomierzong warto$§¢ Rz wyznacz napigcie
Ugp. Wynik wpisz do tabeli 1.

e Na podstawie NPK dla petli ACB wyznacz napigcie Uac. Wynik zapisz w tabeli 1.

e Na podstawie NPK dla pe¢tli BCD wyznacz napigcie Uac a nastgpnie korzystajac ze
znanej warto$¢ E; napigcie na oporniku R,. Otrzymany wynik i pomierzona wartosc¢ |,
pozwalaja na wyznaczenie obliczeniowe Ry. Warto$¢ te wpisz do tabeli 1.

e Pordwnaj wartos$ci pomierzone z obliczonymi. Uzasadnij réznice.

2.2.Doswiadczalne potwierdzenie zasady superpozycji

Uktad pomiarowy nalezy potaczy¢ zgodnie ze schematem przedstawionym na rys.14. Jako
zrodia napieciowe E; oraz E; zostang uzyte zasilacze napigcia stalego. Ustawione napigcia
wyjSciowe zasilaczy majag odpowiada¢ wartoSciom okreslonym w tabeli obok
zamieszczonego schematu pomiarowego. Do wykonania pomiaréw napi¢¢ i pradow nalezy
uzy¢ miernika uniwersalnego, ktorego tryb pracy bedzie odpowiadal wykonywanemu
pomiarowi okreslonej wielkosci. Wyniki pomiarow nalezy zapisa¢ w tabeli a nastepnie
wykona¢ obliczenia wybranych wielko$ci obwodowych na podstawie pomiaréw
e Zmierz prady galeziowe oraz napigcie okreslone przez prowadzacego przy
dziatajacym zrddle E; (zrodio E; zostaje usunigte z obwodu). Wyniki pomiaréw zapisz
w tabeli 2.
e Zmierz prady galgziowe oraz napigCie mierzone w poprzednim punkcie przy
dziatajacym zrodle E; (zrodlo E; zostaje usunigte z obwodu). Wyniki pomiarow
zapisz w tabeli 2.
e /Zmierz prady galeziowe oraz napigcie mierzone w poprzednich punktach przy

dziatajacych jednoczes$nie zrodtach: E; oraz E;, Wyniki pomiardéw zapisz w tabeli 2.
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Oblicz sumy pradéw oraz napig¢ zmierzonych przy dziatajacych oddzielnie zrodtach
E; oraz E,. Wyniki obliczen wpisz do tabeli 2.

Porownaj wartosci pradow oraz napie¢ otrzymane przez pomiar w obwodzie przy
dziatajacych jednoczesnie zrodtach: E; oraz E; z warto$ciami otrzymanymi jako sumy
pradow 1 napie¢ otrzymanych z pomiardéw przy dziatajacych oddzielnie zrodtach: E;

oraz E,.

Tabela 2.

Prady — | | U U
galeziowe

Dzialajace | o mA Y, Y,
zrodla |

E1

E

Suma obu
pomiarow

E,oraz E,

Sprawozdanie

W sprawozdaniu nalezy zamiesci¢:

1.
2.

protokét zawierajacy wyniki uzyskane w trakcie zajgc,
analiz¢ badanego ukladu metoda superpozycji wraz z poréwnaniem wynikow

obliczeniowych i pomiarowych,

3. Pytania kontrolne

Podaj tres¢ pradowego prawa Kirchhoffa. Ile niezaleznych réwnan mozna
sformutowa¢ dla obwodu wykorzystujac PPK.

Podaj tres¢ napigciowego prawa Kirchhoffa. Ile niezaleznych rownan mozna
sformutowac dla obwodu wykorzystujac NPK.

Uzasadnij mozliwos$¢ sformutowania na podstawie praw Kirchhoffa opisu obwodu,
ktorego rozwigzanie pozwala na rozwigzanie zagadnienia analizy tego obwodu (liczba
rownan jest rowna liczbie niewiadomych).

Czy prawa Kirchhoffa obowigzujg réwniez w obwodach nieliniowych?

Podaj tres¢ prawa Ohma. Czy obowigzuje ono dla elementéw nieliniowych?

Jak zdefiniowa¢ pojecie rezystancji elementu?
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e W jakich obwodach obowigzuje zasada superpozyc;ji?

e Podaj tres¢ zasady superpozycji.
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